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Integrali di flusso

EffeDiX puo determinare approssimazioni numeriche di integrali di flusso di campi vettoriali
F(x,y) = (A(x,y), B(x,y))

attraverso una curva y descritta mediate equazioni parametriche e con versore normale 7
orientato nei due modi possibili:

1) orientamento ottenuto ruotando il versore tangente a y di 90° in senso orario (questa € la
modalita standard, assunta per default);

2) orientamento ottenuto ruotando il versore tangente a y di 90° in senso antiorario.

In simboli:

fyﬁ-r_ids

L'opzione da utilizzare é: Calcolo — Integrale di flusso. E’ inoltre possibile tracciare il sostegno
della curva y, un punto in movimento lungo y secondo l'orientamento, il versore normale 7 in
movimento su y e il vettore del campo vettoriale F, anch’esso in movimento su y. Si puo infine
tracciare, su tutto il piano, il campo vettoriale F. Esaminiamo alcuni esempi.

Esempio 1

Dati i due campi vettoriali (costanti)

Fl(x'y) = (Al(x'y)J Bl(X,Y)) = (01 1)
FZ(x'y) = (Az(x,y), BZ(X,)/)) = (11 1/2)

e dato il segmento y di estremi A(1, 1), B(4, 1) calcolare il flusso del campo attraverso il
segmento y considerando nel primo caso il vettore normale standard e nel secondo il suo
opposto.

Primo caso

La figura seguente mostra il grafico del segmento AB con il versore tangente (in rosso), il
vettore normale standard (in viola, ottenuto per rotazione oraria di 90° del versore tangente) e
il vettore del campo (in verde). La figura successiva mostra la finestra di impostazione
dell'integrale. Tutti i vettori saranno tracciati in modo dinamico utilizzando le relative opzioni
presenti nella finestra di impostazione (anche la slider bar per muovere i vettori viene creata
automaticamente).
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Curva y(t) = (x(t), y(th)cont z [a. b]

*
[ [ (x(b) (b))
:./
x(th= [t "‘/“;Tsm.‘m'.
y(t)= |1 « (x(a).y(a))
Traccia la curva y Traccia il versore tangente a vy Traccia un punto dinamico su y

COrientamento versore nomale

(®) Orario (standard) () Antiorario

Traccia il versore nomale su vy

Campo vettoriale Floy) = ARy, Blxy))

A y)= |0
Bie.y)= |1
Traccia il campo vettoriale (A, Bisu vy Traccia il campo vettoriale (A, B jsu B
[] Pill accuratezza Guida oK
i A
F-nds = |-z
¥

Il valore dell’integrale & evidentemente -3 infatti il prodotto scalare F -7 & costante e vale -1.

Secondo caso

La figura seguente mostra il grafico del segmento AB con il versore tangente (in rosso), il
versore normale opposto al vettore normale standard (in viola, ottenuto per rotazione
antioraria di 90° del versore tangente) e il vettore del campo (in verde). La figura successiva
mostra la finestra di impostazione dell’integrale.
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E Integrale di flusso attraverso una curva >

Curva y(t) = (x(t), yithhcontz [a. b]

a1 be [a ¥ (x(b).y(b))
@t = |t E/‘:?s:m‘:d.
yith= |1 « (x(a).y(a))

Traccia la curva v Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su vy

Criertamentao versore nomale

() Orario (standard) (@) Antiorario

Traccia il versore nomale su v

Campo vettonale Fixyh = Abxy), Blxy) )

Aleyh= |1

Bie.y)= |1/2

Traccia il campo vettorale (A B Jsu v Traccia il campo vettorale (A B Jsu B

Pill accuratezza Guida oK
e
Ewgide — 1,5
¥

Il valore dell'integrale & evidentemente (1/2)-3 infatti il prodotto scalare F-7# & costante e
uguale al modulo della componente del vettore F nella direzione di 7 che ha valore 1/2.

Esempio 2

Questo esempio dovrebbe chiarire le questioni relative all’'orientamento di una curva chiusa e
del versore normale. Dato il campo vettoriale

F(x,y) = (Ax,y), Bx,y)) = (x =y, x)

e la circonferenza y di equazione x? + y% = 1 calcolare l'integrale di flusso
[ F-7ds
Y

in quattro diversi modi:

1) con y orientata positivamente (cioé percorsa lasciando a sinistra il suo interno) e versore
normale standard;

2) con y orientata negativamente e versore normale standard;

3) con y orientata positivamente e versore normale opposto al normale standard;

4) con y orientata negativamente e versore normale opposto al hormale standard.
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Le figure seguenti mostrano nell’ordine le quattro situazioni possibili con relativa finestra di
impostazione e relativo grafico (in rosso il versore tangente, in viola il versore normale, in
verde il vettore del campo). Utilizzando le opzioni presenti nella finestra di impostazione si

possono mettere in movimento i tre vettori mediante un’unica slider bar generata automatica-
mente da EffeDiX.

Notare il segno dei risultati: +m

(1) .
Curva yi(t) = (=(t), yit)hconte [a,b]
.
o - [201 (x(b).y(b)
:./
x(th= [cost Y. i stand.
o= [oint ¢ (x(a).y(a))
Traccia la curva v Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su y

Crientamento versore nomale

(@) Orario (standard) () Antiorario

Traccia il versore nomale su v

Campo vettoriale Fixy) = Alxy). Bixy))

A.yh= |x-y
Bi.y)= [*
Traccia il campo vettorale (A B Jsu v Traccia il campo vettorale (A, B Jsu B?

Piti accuratezza Guida OK

—3
F-nds = [3,14155
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E Integrale di flusso attraverso una curva

(2)

Curva yit) = (=(t), y(t))cont 2 [a. b]

»
a= [0 2ot 7 b)yib)
; T
¥th= |cos (2p1-t) Y. 7 stand.
y(t)= |sin (2pi-t) * (x(a).y(a))
Traccia la curva vy Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su Yy

Criertamento versore nomale

(®) Crario (standard) () Antiorario

Traccia il versore nomale su vy

Campo vettoriale Fixy) = { Alxy). Bly))

I versore normale si pud ottenere per rotazione
oraria o antioraria di 50° del versore tangente.
Mel primao caso si ha I'orientamento standard del
versore normale.

Ayl = |-y

Bie.y)= |®

Traccia il campo vettorale (A B Jsuy

Traccia il campo vettorale (A B ) su B

Fill accuratezza
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Curva yit)=(=(t), vt} )cont e [a, b]

a= |0 b= [2pi [ o).y (b))
®(t)= |cost I..";f:'._/‘.‘Tsmmi.
yit)= |sint v (x(a).y(a)

Traccia la eurva v Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su v

Crientamento versore nomale

Il versore nomale si pud cttenere per rotazione
() Orario (standard) (@) Antiorario oraria o antioraria di 90° del verzore tangente.

o Mel primo caso si ha l'odentamento standard del
Traccia il versore nomale su vy e

Campa vettorale Fioy) = ( Alxy), Bloyd )

Al.yl= |x-¥y
Bix.y)= [*
Traccia il campo vettoriale (A B Jsuy Traccia il campo vettorale ( A_B Jsu R?

Pits accuratezza Guida 0K
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Curva y(t) = (x(t), yithhcont e [a. b]

a= |0

- [2p1 7 bb).yib)

o

xt)= |cos (2pi-t)

.. L
f.ﬁ1 stand.

yit)= |sin(2pi-t)

o (x(a).y(a))

Traccia

la curva v

Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su Y

Crientamento versore nomale

() Orario (standard) (@) Antiorario

Traccia il versore nomale su y

Il versore nomale si pud ottenere per rotazione
oraria o antioraria di ‘907 del versore tangente.
Mel primo caso si ha loientamento standard del

versore nomale.

Campo vettoriale Fioyh = ( Alxy), Bhoyd )

Ak yl= |x-¥
Bix.y)= |[*
Traccia il campo vettorale (A, B Jsuy Traccia il campo vettorale { A, B Jsu B
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Esempio 3

Una delle forme del teorema di Gauss-Green €, sotto opportune ipotesi, la seguente

jgﬁ-r_ids=j£—de+Ady=ﬂdiv(13)dxdy
Y Y D

dove F = (A(x, y), B(x, y)) & un campo vettoriale, ¥y & una curva chiusa percorsa in modo da
lasciare a sinistra il suo interno e D € la regione di piano che ha y per frontiera. Ricordiamo
inoltre che la divergenza di un campo vettoriale € data da

2 _ 04

divF = +a—B

dx Ody
Verificare che i tre integrali forniscono lo stesso valore considerando il campo vettoriale
F= (6y+x, y+2x)
e la circonferenza y di equazione (x — 2)? + (y — 3)? = 4.
Le figure seguenti mostrano le tre finestre di impostazione con relativi grafici . Tutti i grafici

sono stati generati utilizzando le opzioni presenti nelle finestre di impostazione. Il valore
simbolico comune ai tre integrali & 8.

E Integrale di flusso attraverso una curva et

Curva y(t) =(x(t), yithlcont = [a. b]

L
a- [0 b- [2p1 (x(b).y (b)) -
x(t)= [2cost+2 v M7 stand. . .
yit)= [231int+3 * (x(aLy(a))
Traccia la curva v Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su Yy ,
3 4
Crientamerta versore nomale "/ F
ersore nomale si pud attene = : S
(®) Orario {standard) () Antiorario Jraria o antioraria o : e n
Traccia il versore nomale su y : _ -_ R -
Campao vettoriale Fixy) = Alxy). Byl )
- 0 2 3 4 g
Ax.yl= |[Ey+tx
Bi.y)= |¥Y+2x Nota: il vettore F & stato
moltiplicato per un fattore di
Traccia il campo vettorale (A, B lsuy Traccia il campo vettorale ( A, B Jsu R*® P P . .
scala k=1/10 (per visualiz-
zarlo basta aprire la finestra
Fill accuratezza Guida 0K di impostazione del vettore,
cambiare il valore di k e in-
serire il nuovo vettore).
= =
F-nds = |25,1327

-~
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Curva yit) = (x(t)., wit))cont z [a. b]

.
a- [0 b= [2p1 (x(b).y(b)
¥
wWth= |2cost+2 >
yit)= [22int+3 « (x(a).y(a))
Traccia la curva v Traccia il versore velocita su v Traccia un punto dinamico su Y

Forma differenziale lineare Al x, y) dx + B{ x, v} dy da integrare lungo la curva v

Abk.y)= |- (y+zx)

Bie.y)= |B¥Fx

Traccia il campo vettorale (A B Jsu vy Traccia il campo vettorale (A B ) su B

[21]

Fill accuratezza oK

Jf—l(x, y)dx + B(x,y)dy = |25,1327
Y

|24 Integrale doppio su dominio normale rispetto all'asse x

Definizione dominio D dirntegrazione

Dominio nomale rispetto all'asse delle x, definta da

¥l £ x <22 e flg) <y < gl

x1= (D x2= (4

fig)= [—sgrt(4—(x-2)"2)+3

gle)= [sgrt (4— (x—2) ~2)+3

Traccia il dominio  Traccia il grafico div=fix) Traccia il grafico di v=gx}

Funzione hxy) da integrare sul dominia D

hixy)= |2

Pit accuratezza Guida OK

Attenzione: se la funzione

i hix ¥} non & definita in punti
JJ- h (I, .}Fj dId_}" = |23,13 del dominia D, i valori fomiti
D

potrebbero non essere
attendibili

[5F]

oh

[}

[ 5]

Per valutare lintegrale
doppio si poteva evitare
qualche calcolo utilizzando
l'opzione Integrale doppio
su dominio descritto in
coordinate polari, impo-
stando le coordinate del
polo nel punto (2, 3).
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Esempio 4

n
b

Calcolare l'area dell’astroide y di equazioni parametriche

x(t)=cos3t y(t)=sin®t 0<t<2m

L’area dell’astroide & data da

ﬂ 1 dxdy _
R

indicando con R la regione delimitata dalla curva.

Poiché abbiamo le equazioni parametriche della curva, convie-

ne utilizzare il teorema di Gauss-Green, basta infatti trovare

un campo vettoriale che abbia divergenza 1, ad esempio
F=(x/2 y/2)

Ne segue

ﬂ1 dxdy=jfdiv(ﬁ) dxdy=fﬁ-ﬁds
R R Y

La figura seguente mostra la finestra di impostazione per il calcolo dell’ultimo integrale.
valore simbolico € 3/8 7 = 1,1781.
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E Integrale di flusse attraverso una curva >

Curva y(t)=(=(t), y(th)cont = [a. b]

a- [0 b= [2pi ? (x(b).y(b)
2t)= |cost™3 E/ﬂ?smr:d.
yitl= [=int”3 * (x(a).y(a))

Traccia la curva v Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su vy

Criertamenta versore nomale

(@) Orario (standard) () Antiorario

Traccia il versore nomale su y

Campo vettoriale Floy) = AlRy), Blxy))

Ay)= |1/2x
Bx.y) = |1/ 2
Traccia il campo vettoriale (A, B jsu v Traccia il campo vettorale (A, B jsu B

Piti accuratezza Guida OK

-
F-nids = [1,1781
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Esempio 5

Come ¢ stato gia ricordato (esempio 3), una delle forme del teorema di Gauss-Green €, sotto
opportune ipotesi, la seguente

jgﬁ-r_ids=ﬂdiv(ﬁ) dx dy
y D

dove F = (A(x, y), B(x, ¥)) & un campo vettoriale e y & la frontiera di una regione di piano D,
essendo tale frontiera percorsa in modo da lasciare a sinistra l'interno della regione. Ricor-
diamo inoltre che la divergenza di un campo vettoriale € data da

5>  0A

. 0B
divF = P + 3y

Verificare che i due integrali precedenti forniscono lo stesso valore considerando il campo
vettoriale

F=(x%/2, —xy?/2)
e la corona circolare D delimitata dalle due circonferenze

yi: =32+ —-2)2=1
Va: (x=3)2+(y—2)=4

Osserviamo che la frontiera y della regione D &€ composta da due circonferenze
Yy=v1U 72

con y4 percorsa in senso orario e y, percorsa in senso antiorario.

Per calcolare il secondo integrale utilizzeremo |'opzione Calcolo - Integrale doppio - Su
dominio descritto in coordinate polari e imposteremo come polo il punto di coordinate (3, 2).

La figura seguente mostra la finestra di impostazione per l'integrale doppio. La funzione
integrata & la divergenza del campo F.
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Coordinate palo

x= |3 y= |2

Definizione dominio D dintegrazione

Dominio descritta in coordinate polar (r. t ) con r coordinata Y
radiale e t coordinata angolare, definito da
t1 =t €12 e f{t) £r < glt) g{i}]:;
t1= |0 t2= |2*PI
' ft)=1 e
f)= 1 I A/:
_ t1
glt)= |2 :
Traccia il dominioc  Traccia il grafico dir=fi{t} Traccia il grafico dir = alt)
Funzione hixy) da integrare sul dominia D
hixy)= |x—xy
Pitl accuratezza Guida oK
Attenzione: se la funzione
i hix ¥} non & definita in punti
ff i (I, }Ij dxdy ] 2827 del dominio D, i valon fomiti
potrebbero non essers
D attendibili

Le figure seguenti mostrano le finestre di impostazione per i due integrali di flusso relativi alle
due curve y, e y;; notare che nel primo integrale la circonferenza y, & percorsa in senso anti-
orario quando t varia da 0 a 2m; nel secondo integrale la curva y,; € percorsa in senso orario
quando t varia da 0 a 2m.

Per ottenere il flusso totale dobbiamo sommare i due integrali

gﬁy = 95y1+ 95y2 =~ 942478 — 37,6991 = —28,2743

Come si vede tale risultato fornisce un’approssimazione piu accurata dell'integrale doppio. Il
risultato simbolico & —9.
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E Integrale di flusso attraverso una curva

Curva y(t) = (x(t), y(t))conte [a, b]

a= [0 | b= [2pi PR
®(t)= |3+2::C|5t | ...';‘i\/(ﬁsmnd.
y(t)= [2+2sint | | ¥ edehvtad

Traccia la curva v Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su vy

Crientamerto versore nomale

; Il versore nomale si pud ottenere per rotazione
(® Orario (standard) () Antiorario oraria o antioraria di $0° del versore tangente.
. Mel primo caso si ha l'orientamento standard del
Traccia il versore nomale su y

versare nomale.

Campo vettoriale Fiy) = ( Aby), Blxy) )

Ab.y)= |x*2f2 |

Bixy)= |XV"2/2 |

Traccia il campo vettoriale (A B ) su vy Traccia il campo vettoriale (A B ) su R?

i accuraterza

Gute

F-fids = -37,6951 |

¥

E Integrale di flusso attraverso una curva

Curva y(t) = (x(t), y(t))conte [a, b]

a= |0 | b= |2pi | [ (o) y(b))
x(t)= |3+cc|5 {(2p1i-t) | '!"\ o stand.
yit)= |2+5in{2pi—t} | . v (x(al.y(a)

Traccia la curva v Traccia il versore tangente a v Traccia un punto dinamico su vy

Orientamento versore nomale

) [l versore nomale si pud ottenere per rotazione
(®) Orario (standard) () Antiorario orana o antioraria di 90° del versore tangente.
o Mel prima caso si ha l'orentamento standard del
Traccia il versore nomale su vy

versore nammale.

Campo vettoriale Fixy) = { Alxy), Bly) )

b, y) = |x*2f2 ‘

Bxy) = |“XY"2/2 |

Traccia il campo vettoriale (A B suy

Traccia il campo vettoriale (A B )su B2

Fill accuratezza

G

F-fids = '5,42478 |

¥
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La figura seguente mostra i soliti vettori sulle due curve: in rosso i versori tangente, in viola i
versori normali e in verde i vettori del campo (ai quali € stato applicato un fattore di scala
k=1/3). Tutti i vettori sono generati mediante le opzioni presenti nella finestra di impostazione
dell'integrale di flusso e possono essere messi in movimento mediante la slider bar generata
automaticamente da EffeDiX.




